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1. What is a simulation ?
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Two simulation examples. What is the 
difference ?

Simulation 1: Time to complete 
jobs
customers arrive (at the 

same time) at Joe’s shop and 
download a file. We want to 
estimate the time  it takes to 
serve the  customers

Simulation 2:  Delay at a server

An information server handles 
requests according to some 
scheduling policy. We want to 
estimate the time it takes to 
serve one request
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Two Simulation Runs
What is the difference ?

7

Request	arrival	rate	=	10	/s

Average	service	time	=	96	ms Average	service	time	=	101	ms

Scenario	1 Scenario	2



Definition of Stationarity

A property of a stochastic model  ݐ

Let  ݐ be a stochastic model that represents the state of the 
simulator at time  . It is stationary iff

for any 

௧ଵ ௧ଶ ௧௡ has same distribution as  ௧ଵା௦ ௧ଶା௦ ௧௡ା௦

i.e. simulation does not get “old” 
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Classical Cases
Markov models
Definition: State  ݐ is sufficient to draw the future of the simulation  ‐‐
Common case for all simulations
For a Markov model, over a discrete state space
If you run the simulation long enough it will either walk to infinity 
(unstable) or converge to a stationary regime 

Ex: queue with  >1: unstable 
queue with  <1: becomes stationary after transient

If the state space is strongly connected (any state can be reached from 
any state) then there is 0 or 1 stationary regime

Ex: queue
Else, there may be several distinct stationary regimes 

Ex: system with failure modes
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Stationarity and Transience

Knowing whether a model has a stationary regime is sometimes a 
hard problem

We will see important models where this is solved
Ex: some queuing systems
Ex: time series models

Reasoning about your system may give you indications
Do you expect growth ? 
Do you expect seasonality ?

Once you believe your model is stationary, you should handle 
transients in order to eliminate the impact of initial conditions

Remove (how ? Look at your output and guess)
Sometimes it is possible to avoid transients at all (perfect 
simulation – see later “Importance of the View Point”)
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Typical Reasons For Non Stationarity

Obvious dependency on time
Seasonality, growth
Can be ignored at small time scale (minute)

Non Stability: Explosion
Queue with utilization factor >1

Non Stability: Freezing Simulation 
System becomes slower with time (aging)
Typically because there are rare events of large impact 
(« Kings »)
The longer the simulation, the larger the largest king
We’ll come back to this in the chapter « Importance of the 
View Point »
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The state of a simulation at time 
is drawn at random 

from a distribution F(). Is this a 
stationary simulation ?

A. Yes
B. It depends on the distribution 

C. It depends if the simulation 
terminates or not

D. No
E. I don’t know
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ܺ௧ is	a	sample	drawn	from	the	
distribution	ܰሺ23, 100ሻ



2 Accuracy of Simulation Output

A stochastic simulation produces a random output, we need 
confidence intervals
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30	runs	of	
Joe’s	shop:
estimate	the	
time	to	
serve	a	batch	
of	ܰ	customers



Confidence Intervals
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Mean

Median



When computing these 
confidence intervals we 
need to make sure that…

A. … the simulation runs are 
independent

B. … the output is normally 
distributed

C. Both
D. None
E. I don’t know
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3 Random Number Generator

A stochastic simulation does not use truly random numbers but 
use pseudo‐random numbers
The Random Number Generator produces a random number 
U(0,1) based on a chaotic sequence
Example (obsolete but commonly used, eg in ns2: ) 

Let us check if output looks random
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The Linear Congruential Generator of ns2
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uniform qq plot

autocorrelation

௡ݔ appears	to	be	
uniform

Auto‐correlation	is
negligible



Lag Diagram  , 1000 points
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௡ݔ appears	to	be	
independent	of

௡ା௛ݔ



Period of RNG

This RNG appears to produce an iid, uniform output
However, it  is in fact periodic

Any sequence generated from a deterministic algorithm in 
a given computer must be periodic (because the number of 
states is finite)

But we can require that the period should be much larger than 
maximum number of uses

The ns2 simulator has period  ଽ, which is too small
The “Mersenne twister” (matlab’s default) has period 
ଵଽଽଷ଻ ଺଴଴଴
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Example when the period is too small

23

Incorrect	intervals	(too	large)
Correct	intervals



࢔ ࢔
ᇱ for two parallel streams with the ns2 RNG
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Using RNGs

Be careful to have a RNG that has a period orders of magnitude 
larger than what you will ever use in the simulation – choose your 
RNG carefully
The RNG must have a period several orders of magnitude larger 
than the maximum number of times you will call it
The RNG uses a seed  ‐‐ for independent replications you need 
independent seeds; sequential runs usually are sufficient. If you 
use parallel runs, you must find an way to obtain truly independent 
seeds

Eg based on clock
Or by using an RNG that supports parallel streams
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4 Sampling From A Distribution

Problem is: 
Given a distribution  , and a RNG, produce some sample 
that is drawn from this distribution

A common task in simulation
Matlab does it for us most of the time, but not always
Two generic methods

CDF inversion
Rejection sampling
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CDF Inversion for distribution with CDF 

Applies to real or integer valued random variable
For a continuous distribution: draw  using RNG; then 

ିଵ is drawn from the distribution with CDF 
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CDF

ݔ

݌

ܷ

ܺ ൌ ଵሺܷሻିܨ



Proof

is uniformly distributed:  for 

We define  by   ିଵ , i.e. 
Let us compute the CDF of 

because  is monotonic increasing

Therefore 
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CDF Inversion, when  has jumps

Replace inverse by pseudo‐inverse
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CDF	of	an	integer‐valued
random	variable



Sampling an integer valued RV

We want to draw a sample of the random integer  such that 
௞ . 

Let   ௡ ௜
௡
௜ୀ଴ for  and  ିଵ

1. Draw  using the RNG
2. Output is  such that  ௡ିଵ ௡
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What does this function compute ?
myfun if rand 0 else 1

A. The flip of a coin where 1 is obtained 
with proba  and 0 with proba 1−

B. The flip of a coin where 1 is obtained 
with proba and  with proba

C. A sample of a geometric random 
variable with mean ଵ

௣
D. A sample of a geometric random 

variable with mean  ଵ
ଵି௣

E. I don’t know
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Which one is a uniform random point ?

A. A
B. B
C. Both
D. None
E. I don’t know
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10’000	samples

A

B



How do you sample a uniform point in a rectangle ?
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We sample a point  uniformly in some 
arbitrary area. Are  and  independent ?
A. Yes
B. It depends on the area
C. No
D. I don’t know
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What is the PDF of the 
uniform distribution in  ?

௑,௒
if 

௑,௒
if 

C. Something else
D. I don’t know
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How can we sample a point uniformly 
distributed in this area  ?  

A. A
B. B
C. Both
D. None
E. I don’t know
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draw	ܺ ∼ ܷ െ10,20
if	ܺ ∈ ሾ0; 10ሿ draw	ܻ ∼ ܷ െ20; 40

else draw	ܻ ∼ ܷ 0; 20

A

repeat
draw	ܺ ∼ ܷ െ10,20 , ܻ ∼ ܷ െ20; 40 	

until ܺ, ܻ ∈ ܣ

B



Rejection Sampling for Conditional Distribution
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Notation	in	this	theorem Previous	example
෨ܺ ܺ, ܻ ∼ Unifሺ rectangle)
෨ܻ ܺ, ܻ ∼ Unifሺ rectangle)
ܺ ܺ, ܻ ∼ Unifሺ A)



Recap

A uniformly distributed point in an area A has pdf equal to  ௑,௒
ሺ௫,௬ሻ∈஺

ଵ
ୟ୰ୣୟሺ஺ሻ

It can be sampled by rejection sampling

sample a point  uniform in a bounding box around 
reject  if not in 
until 
return 

Note: the distribution here is not the same as there
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What does this algorithm compute ?

A. A sample of the random variable with pdf ൌ ሻݔሺ݂ܭ for some constant ܭ
B. A sample of the random variable with pdf ൌ 	ܭ ݔ ݂ሺݔሻ for some constant ܭ
C. A sample of the random variable with pdf ൌ 	ܭ 1 െ ݔ ݂ሺݔሻ for some constant ܭ
D. Nothing, it never terminates
E. None of the above
F. I don’t know
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݂ ݔ ൌ
sinଶݔ
ଶݔ 	

1. sample	ܺ uniformly	in	 െ10,10 ;
2. compute	ݍ ൌ ݂ ܺ
3. with	probability	ݍ

return	ሺܺሻ
with probability 1 െ ݍ

goto 1	



Rejection Sampling for General Distributions
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Example: use rejection 
sampling to draw a sample 
of  with pdf  ࢅ

ܖܑܛ ࢟
࢟

૛
ሼିࢇஸ࢟ஸࢇሽ

௑
ଵ
ଶ௔

௒
௡ ୱ୧୬ ௬

௬

ଶ
ሼି௔ஸ௬ஸ௔ሽ

௙೙ሺ௫ሻ
௙೉ሺ௫ሻ

௙೙ሺ௫ሻ
భ
మೌ

we take 

The rejection sampling algorithm is:

1. Sample  and 

2. If  ௙೉
೙ ௑
ଵ/ଶ௔

return else goto 1
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Example: use rejection 
sampling to draw a sample 
of  with pdf  ࢅ

ܖܑܛ ࢟
࢟

૛
ሼିࢇஸ࢟ஸࢇሽ

The rejection sampling algorithm is:
1. Sample  and 

2. If  ௙೉
೙ ௑
ଵ/ଶ௔

return else goto 1

Replace  by  ௎
ଶ௔
, we obtain the equivalent algorithm:

1. Sample  and 
2. If  ௑

௡ return else goto 1
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Interpretation 

54

pdf

histogram
of	2’000
samples

obtained	by	rejection	sampling

1. Sample ܺ ∼ Unifሺെܽ, ܽሻ and ܸ ∼ Unifሺ0,1ሻ
2. If ܸ ൑ ௑݂

௡ ܺ returnሺܺሻ else goto 1
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We sampled 5’000 points from the distribution in 
૛ with pdf  or  Who’s what ?

A. ABC
B. ACB
C. BAC
D. CAB
E. BCA
F. CBA
G. I don’t know
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ܣ ,ݔ ݕ ൌ ଵܭ ൈ ݔ ൅ ݕ െ 1
ܤ ,ݔ ݕ ൌ ଶܭ
ܥ ,ݔ ݕ ൌ ଷܭ ൈ ݔ െ 0.5 ଶ ൅ ݕ െ 0.5 ଶ	



Which algorithm is a correct sampling of the 
distribution in  ૛ with pdf  proportional to  ?
A. A
B. B
C. Both
D. None
E. I don’t know
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ܥ ,ݔ ݕ ൌ ݔ െ 0.5 ଶ ൅ ݕ െ 0.5 ଶ

1.	Sample ܺ	and ܻ uniformly in 0,1 and ܷ~Unifሺ1, 1/ 2ሻ;
2. If ܷ ൑ ,ሺܺܥ ܻሻ returnሺܺ, ܻሻ else goto 1

1.	Sample ܺ	and ܻ uniformly in 0,1 and ܷ~Unifሺ0,1ሻ;
2. If ܷ ൑ ,ሺܺܥ ܻሻ returnሺܺ, ܻሻ else goto 1

A

B
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Another Sample from a Weird Distribution
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6.3 Ad‐Hoc Methods

Optimized methods exist for some common distributions
Optimization = reduce computing time
If implemented in your tool, use them !

Example: simulating a normal distribution
Inversion method is not simple (no closed form for F‐1)
Rejection method is possible
But a more efficient method exists, for drawing jointly 2
independent normal RVs
There are also  ad‐hoc methods for n‐dimensional normal 
distributions (gaussian vectors)
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1’000 samples of the random Gaussian vector  with zero mean 

and covariance matrix 

and  are independent
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1’000 samples of the random Gaussian vector  with zero mean 

and covariance matrix 

are not independent
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What is the distribution of 
?
A. Normal with  ଶ

B. Normal with  ଶ

C. Normal but with other 
parameters

D. Non normal
E. I don’t know
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4 Monte Carlo Simulation

A simple method to compute integrals and probabilities
Idea: 

interpret the integral or probability  as 
simulate as many independent samples of X  as you want
estimate the expectation by the mean 

1. generate  replicates  ௥

2. the Monte‐Carlo estimate of   is

௥

ோ

௥ୀଵ
3. compute a confidence interval for the mean (since  is the mean 
of the distribution of  )
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Example: Compute 

ଵ ଶ
ଶ

ଵ ଶ
ଶଵ

଴
ଵ
଴

ଵ
଴

ଵ
଴ ଵ ଶ ଵ ଶ

A. A
B. B
C. Both
D. None
E. I don’t know
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i.e. the average distance between two points uniformly distributed  in the unit square   
0	; 1 ଶ. Say which one is a correct implementation of the Monte‐Carlo method:

ܾ ൌ 0, ݏ ൌ 0
do ܴ times
sample	( ଵܺ, ଵܻ, ܺଶ, ଶܻ)	iid ∼ Unif

(0,1)
ܾ ൌ ܾ ൅	 ଵܺ െ ܺଶ ଶ ൅ ଵܻ െ ଶܻ

ଶ

ݏ ൌ ݏ ൅	 ଵܺ െ ܺଶ ଶ ൅ ଵܻ െ ଶܻ
ଶ

end
መߚ 	ൌ ܾ/ܴ

ොߪ 	ൌ ௦
ோ
െ መଶߚ 

ܫܥ	 ൌ መߚ േ 1.96 ఙෝ
ோ

1. Draw	ܴ points	ܯ௥, ܰ௥ random	
uniform	in	 0,1 ଶ

2. መߚ ൌ mean ݀ ,௥ܯ ܰ௥ , ݎ ൌ 1: ܴ
3. ොߪ ൌ std ݀ ,௥ܯ ܰ௥ , ݎ ൌ 1: ܴ
4. ܫܥ ൌ መߚ േ ොߪ1.96

A B



Example

Compute 

ଵ ଶ
ଶ

ଵ ଶ
ଶଵ

଴
ଵ
଴

ଵ
଴

ଵ
଴ ଵ ଶ ଵ ଶ

i.e. the average distance between two points uniformly distributed  
in the unit square  ଶ. 

We obtain the following Monte Carlo estimates

(The answer is known and is equal to 0.5214 [Ghosh B. 1943, On the distribution of 
random distances in a rectangle]) 70

R 95%	confidence	interval
1’000 0.5254 0.5102 0.5405
10’000 0.5227 0.5178 0.5276
100’000 0.5206 0.5190 0.5221

1’000’000 0.5216 0.5211 0.5221



Is it a good idea to use a confidence interval 
for the mean ?
A. Yes when  is large
B. Yes but it would be 

safer to use a CI for 
median

C. No because we don’t 
know if the output is 
normally distributed

D. I don’t know
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Conclusion

Simulating well requires knowing the concepts of
Transience
Confidence intervals
Sampling methods (Rejection sampling, CDF inversion)

Monte Carlo simulation is an efficient way to compute by 
simulation quantities that can be expressed as integrals

73


