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What is Network Calculus ?
A theory and tools to compute bounds on queuing 
delays, buffers, burstiness of flows, etc.

R Cruz, CS Chang, JY Le Boudec, P Thiran, …

For deterministic networking, per‐flow and per‐class 
queuing

Derive system equations  formal proofs
Stochastic extensions exist (not discussed here)

3



1. Representation of Data Flow

Cumulative flow:  , non‐decreasing with 

Daters:  with  ଵ ଶ (dates) and  ଵ ଶ
(lengths in bits)

For a packet train:  ௡ ஺೙ழ௧௡ஹଵ
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Delay and Backlog

Backlog at time  =  ∗

If System preserves order for this flow: Delay  ∗

with  ∗
௧

and  ∗

(horizontal deviation)
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2. Arrival Curve  
Flow with cumulative function  has  as (maximal) arrival curve if 

for any 
where  is a monotonic nondecreasing function  ା

token bucket constraint 
(leaky buket constraint)
with rate  and burst  : 

[R. Cruz, PhD Dissertation 1987]
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periodic stream of packets of size 
௧
ఛ

𝑏 time interval 𝑡

bits

𝐿
time interval 𝑡

bits

𝜏 2𝜏 3𝜏



Aggregation Property

If every flow  has arrival curve  ௙ then the aggregation

௙௙ has arrival curve  ௙௙

If every flow  is token‐bucket constrained  ௙ ௙ then the 
aggregation is token‐bucket constrained  ௙௙ ௙௙
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Min‐Plus Convolution of wide‐sense increasing 
functions  

௦ஹ଴ ଵ ଶ

ଵ ଶ

This operation is called min‐plus convolution. It has the same nice 
properties as usual convolution; e.g.

ଵ ଶ ଷ ଵ ଶ ଷ
ଵ ଶ ଶ ଵ

It can be computed easily: e.g.
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𝑅ଵ

𝑇ଵ

𝑅ଶ

𝑇ଶ

𝑅 ൌ min ሺ𝑅ଵ,𝑅ଶሻ

𝑇 ൌ 𝑇ଵ ൅ 𝑇ଶ



Min‐Plus Calculus

is associative, commutative
Neutral element:  ଴ where  ଴ ଴

distributes w.r.t. min: 
is isotone: and 

Functions passing through the origin 

Concave functions passing through the origin: 
Convex piecewise linear functions:  is the convex piecewise 
linear function obtained by putting end‐to‐end all linear pieces of 
and  , sorted by increasing slopes
[Bouillard et al 2018, Chapters 3 and 4]
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Min‐Plus Convolution and Arrival Curves

is an arrival curve for 

Any arrival curve  can be replaced by its sub‐additive closure 
଴

with  ଴ ଴ for 

is sub‐additive, i.e. 
and

when , 
is an arrival curve for 
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time interval

bits

𝑇

𝛼 

𝐿

𝛼 ⊗ 𝛼 

2𝑇
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Example of Sub‐Additive Closure

Flow has at most  bits in any interval of duration 
for all 

flow has arrival curve 
flow has arrival curve 

11

time interval 𝑡
𝐿

𝛼 𝑡 ൌ ቊ 𝐿, 𝑡 ൑ 𝜏
൅∞, 𝑡 ൐ 𝜏 𝛼ത 𝑡 ൌ 𝐿

𝑡
𝜏

𝐿
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Dater‐Based (Max‐Plus) Representation

For a left‐continuous packet
train, the arrival curve constraint

for any 

is equivalent to

௡ ௠
↓ 

௝
௡
௝ୀ௠ for all 

where ↓ (lower pseudo‐inverse) [Le Boudec 2018]
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time 𝑡

bits

1=𝐴ଵ 5=𝐴ଶ 5.5=𝐴ଷ

𝑅ሺ𝑡ሻ

Packet train (left continuous)

ℓଵ
ℓଵ ൅ ℓଶ

ℓଵ ൅ ℓଶ ൅ ℓଷ



Lower Pseudo‐Inverse [Liebeherr 2017]
↓
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𝛼ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑏
𝑡
𝜏 𝛼↓ 𝑥 ൌ 𝜏

𝑥
𝑏 െ 1 

for 𝑥 ൐ 0

𝜏 2𝜏 3𝜏

b
2b
3b

𝜏
2𝜏

𝑏 2𝑏 3𝑏



3. Service Curve

System offers to this flow a (minimal) service curve  if  ∗ , 
i.e. :

∗

where  is a function :  ା

[Le Boudec 96, Chang 97, Bouillard et al 2018]
14

∗
System

t

𝑅∗ 𝑡

s

𝑅ሺ𝑠ሻ

 𝑅 𝑅∗

𝛽
 
ሺ𝑡ሻ

time interval 𝑡

time 𝑡



The constant rate server offers service curve

Proof: take = beginning of busy period: 
∗ ∗ and  ∗

∗

is a service curve; it is also a strict service curve
[Cruz 95]
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buffer
content
𝑅∗ െ 𝑅

𝑠           𝑡 0

𝛽 𝑡 ൌ 𝑐𝑡
𝑐

𝑅 𝑅∗

time interval 𝑡



Strict Service Curve

System  offers to a flow a strict service curve if for any 
inside a backlogged period, i.e. such that 𝑅∗ 𝑢 ൏ 𝑅 𝑢 ,∀𝑢 ∈ ሺ𝑠, 𝑡ሿ, we 
have  ∗ ∗

is typically a single queuing point

strict service curve  service curve 
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The guaranteed‐delay node offers service curve  𝑇

For a node that is FIFO for this flow: 
delay  nodes offers to this flow a service curve  ்

Not a strict service curve
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𝑡

 𝑇

𝑅ሺ𝑡ሻ
𝑅∗ሺ𝑡ሻ

0           𝑇

𝛿் ் if 
் if 

𝑡
 𝑇

𝑅ሺ𝑡ሻ 𝑅∗ሺ𝑡ሻ

time interval 𝑡



Service Curve Examples
Rate‐latency service curve :

ା

Example: Static Priority without pre‐emption, fixed line rate 
High prio:  ு ௅

ା

(strict service curve) ( ௅ max packet size, low prio)
Low prio: when high priority constrained by 

௅
ା (not a strict service curve)

௅ ௅
ା
(strict service curve)

[Bouillard et al 2018]
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𝑇

bits

𝛽 𝑡 ൌ 𝑅 𝑡 െ 𝑇 ା ൌ
max ሺ0,𝑅ሺ𝑡 െ 𝑇ሻሻ

time interval 𝑡



Service Curve Example: Deficit Round Robin
Popular per‐flow scheduler, one queue per flow [Shreedhar and Varghese, 1995]
Visit every queue in sequence and at every visit, serve up to  ௜ bits.
DRR offers to flow  a strict service curve:

௜ ௜ ௜
ା

with  ௜
ொ೔

∑ ொೕ ೕ
,      ௜

ഥ୕೔ା௅ത೔ 
௖ ୫ୟ୶,௜

ଵ
ோ೔

ଵ
௖
, 

௜ ௝௝ஷ௜ ௜ ୫ୟ୶,௝ ௝ஷ௜ and is the line rate.
[Boyer et al 2012]

• Other examples: Packetized Generalized Processor Sharing, RFC 
2212, IEEE AVB, IEEE TSN, etc. [De Azua – Boyer 2014] [Bouillard et al 2018]
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Three Tight Bounds

Flow is constrained by arrival curve 
; served in network element with 

service curve  . Then

1. backlog
௧

2. if FIFO for this flow, delay
3. output is constrained by arrival curve 

∗
௨ஹ଴

i.e. 𝛼∗ ൌ 𝛼 ⊘ 𝛽 (deconvolution)
20

𝛼ሺ𝑡ሻ

𝛽ሺ𝑡ሻℎሺ𝛼,𝛽ሻ

𝑣ሺ 𝛼,𝛽ሻ

Service curve
𝛽

bytes

time interval 𝑡



Example One flow, constrained by one token 
bucket is served in a network element 
that offers a rate latency service curve
Assume 

Backlog bound: 

Delay bound: ௕
ோ

Output arrival curve:
∗ ∗

with  ∗
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𝑇

ℎሺ𝛼,𝛽ሻ
𝑣ሺ𝛼,𝛽ሻ

𝑏

𝛽 𝑡 ൌ 𝑅 𝑡 െ 𝑇 ା

time interval 𝑡



Example with peak rate limit

Assume 

Delay bound: 
ெା್షಾ೛షೝ ௣ିோ శ

ோ
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𝑇

𝑏

𝑀 time interval 𝑡



An Improved Delay Bound

In many systems we know
both
• A service curve characterization

e.g. rate latency  ோ,்

• Once a packet is selected for transmission, it is 
served at a constant rate 

Improved delay bound is
∗

ோ,் ௠௜௡
ଵ
ோ

ଵ
௖

[Mohammadpour et al 2019], using max‐plus representation of 
arrival curves 23

Service curve
𝛽ோ,்

Packets 
served at constant

rate 𝑐

ℓ௠௜௡ ൌ lower bound
on packet size

generic bound



4. Packetizer

Some nodes receive a packet entirely before processing 
it (packetization). Typically true for TSN and Detnet. 
This adds delay and modifies arrival curves.

has arrival curve  , 
obviously  ᇱdoes not.
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Node 1
 

packetization

𝑅ᇱሺ𝑡ሻ
(packetized)

Line rate 𝑐

𝑅 𝑡
(bits)

𝑅ሺ𝑡ሻ

time

𝑅ᇱሺ𝑡ሻ
bits

ℓଵ

ℓଵ ൅ ℓଶ
ℓଵ ൅ ℓଶ ൅ ℓଷ

Packet 1
ℓଵbits

Packet 3
ℓଷbits

Packet 2
ℓଶbits



Packetization affects arrival curves

Assume  also has arrival curve . Does
the same hold for  ᇱ ?
No ! Packets may be accelerated by 
packetization   25

ℓଶ ൌ 𝑏, 𝑡ଶ െ 𝑡଴ ൌ
௕
௖

, ℓଷ ൌ
௕௥
௖
, 

𝑅ሺ𝑡ሻ has 𝑟𝑡 ൅ 𝑏 as arrival curve
but 𝑅ᇱ does not 

𝑅ሺ𝑡ሻ

time

𝑅ᇱሺ𝑡ሻ
bits

ℓଵ

ℓଵ ൅ ℓଶ
ℓଵ ൅ ℓଶ ൅ ℓଷ

Packet 1
ℓଵbits

Packet 3
ℓଷbits

Packet 2
ℓଶbits

𝑡଴ 𝑡ଶ 𝑡ଷ

𝑅ሺ𝑡ሻ

time

𝑅ᇱሺ𝑡ሻ
bits

Packet 1
ℓଵbits

Packet 3
ℓଷbits

Packet 2
ℓଶbits

𝑡଴ 𝑡ଶ 𝑡ଷ



Packetization is modelled by means of packetizer

Given a sequence of packet lengths 
ଵ ଶ the function ௅ is defined by

௅
௡

with ଵ ௡
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𝑃௅
𝑅ᇱ 𝑡 ൌ 𝑃௅ 𝑅 𝑡

(packetized)
𝑅 𝑡
(bits)

𝑅ሺ𝑡ሻ

time
𝑅ᇱ 𝑡 ൌ 𝑃௅ሺ𝑅 𝑡 ሻ

bits



Effect of Packetization

1. Delay bounds are
same for  and  ∗

2. Backlog bound
∗ ௠௔௫

3. Service curve  ∗ ௠௔௫ ା
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𝛽
𝑅 𝑅ᇱ

Packetizer

𝑅∗ 𝑡 ൌ 𝑃௅ 𝑅′ 𝑡
service curve 𝛽

backlog ൑ 𝐵∗, service curve 𝛽∗

backlog ൑ 𝐵

ℓ௠௔௫ ൌ max
௡

ℓ௡



Effect of Packetization (continued)

4. If a fluid flow  has arrival curve  then the packetized 
flow  ௅ has arrival curve  ᇱ ௠௔௫

5. If a fluid flow  has arrival curve  and is received at a 
constant line rate  then the packetized flow  ௅ has 

arrival curve  ℓ೘ೌೣ

௖
e.g ᇱ ௥

௖
௠௔௫

[Thomas et al 2019]
See also Packet curves [Bouillard et al, 2011]
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ℓ௠௔௫ ൌ max
௡

ℓ௡
𝑅 𝑡

Packetizer

𝑅∗ 𝑡 ൌ 𝑃௅ 𝑅 𝑡

∼ 𝛼 ∼ 𝛼′
Line rate 𝑐



5. Concatenation

A flow is served in series, network element  offers service curve  ௜.
The concatenation offers to flow the service curve  ଵ ଶ

Proof: ∗
ଵ ଶ ଵ ଶ ଵ ଶ
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ଵService curve
𝛽ଵ

Service curve
𝛽ଶ

∗

ଵ ଶ



Example

If  ௜ is rate‐latency  ௜ ௜ then the concatenation  is
rate‐latency  ଵ ଶ and  ଵ ଶ

30

ଵService curve
𝛽ଵ

Service curve
𝛽ଶ

∗

ଵ ଶ



Pay Bursts Only Once
one flow constrained at source by 
end‐to‐end delay bound computed 
node‐by‐node (also accounting for 
increased burstiness at node 2):

ଵ ଶ
ଶ௕ା௥ భ்

ோ ଵ ଶ

computed by concatenation:

ଵ ଶ

i.e. worst cases cannot happen 
simultaneously – concatenation 
captures this !
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ଶ

1 2

ଵ

ଵ ଶ

𝛼 𝑡 ൌ 𝑟𝑡 ൅ 𝑏
𝛽ଵ 𝑡 ൌ 𝑅 𝑡 െ 𝑇ଵ ା

𝛽ଶ 𝑡 ൌ 𝑅 𝑡 െ 𝑇ଶ ା

𝑟 ൑ 𝑅



6. Shapers

(Fluid) Shaper forces output to be constrained by arrival curve
(Fluid) Greedy Shaper storesdata in a buffer only if needed
Examples: 

constant bit rate link is fluid greedy shaper for 

Shaper constraints are

32

αfresh traffic

𝑅 𝑅ᇱ
shaped traffic
𝛼‐smooth



I/O Characterization of Fluid Greedy Shaper
Min‐Plus Residuation Theory [Baccelli et al. 1992]
The problem
(where the unknown is
the function ᇱ)

has one maximal solution  ∗, given by  ∗

We can always assume that  is sub‐additive and  so that 
∗

greedy shaper has service curve 
33

αfresh traffic

𝑅 𝑅∗ ൌ 𝑅 ⊗ 𝛼

optimal shaper



Example

𝑅ሺ𝑡ሻ
10

0
1

𝑅∗ 𝑡

𝛼 𝑡 ൌ 𝑟𝑡 ൅ 𝑏

𝑏 ൌ 4 𝑝.𝑢.



Packetized Shapers

(Packetized) Shaper 
forces output to be packetized and constrained by arrival curve
(Packetized) Greedy Shaper storespackets in a buffer only if 
needed
i.e. delivers the maximal solution to

ᇱ ᇱ
ᇱ ௅

Min‐plus residuation Existence of a maximal solution
35

αfresh traffic

𝑅 𝑅ᇱ
shaped traffic
𝛼‐smooth



Example

𝑅ሺ𝑡ሻ
10

0
1

𝑅∗ 𝑡

𝛼 𝑡 ൌ 𝑟𝑡 ൅ 𝑏

𝑟 ൌ 4 𝑝.𝑢.

αfresh traffic

𝑅 𝑅∗
shaped traffic
𝛼‐smooth



I/O Characterization

If (C)  is piecewise‐linear, 
concave and  ା ௠௔௫

then  ∗ ௅

i.e. packetized greedy shaper = fluid greedy shaper + packetizer.
(if (C) does not hold this may not be true)

Example: Linux Token Bucket filter TBF is the packetized 
greedy shaper for  . 

[Le Boudec 2002]
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𝛼
𝑅

𝑅∗ ൌ 𝑃௅ሺ𝛼 ⊗ 𝑅ሻ

𝑃௅

𝛼 𝑡 ൌ 𝑟𝑡 ൅ 𝑏
𝑏 ൒ ℓ௠௔௫

Packetized Greedy Shaper



Re‐Shaping Does Not Increase Worst‐Case Delay

One packetized flow  goes through a system  ; system  is FIFO 
for flow  flow  is constrained by arrival curve  at input to  ; 
output flow  is reshaped at output through a packetized greedy 
shaper for same arrival curve  (shaper is FIFO)
Theorem: The worst case delay of flow  is not increased  
Re‐shaping is for free ! [Le Boudec 2018] ‐‐ True whether  (C) holds or not.
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System 𝑆
packetized
input flow 𝑓

∼ 𝛼
PGS
𝛼

packetized
output
flow 𝑓

reshaped
packetized flow 𝑓

𝑑 ൌ worst case delay of flow 𝑓



Proof

Replace packetized greedy shaper by damper [Verma et al 1991]:
Damper forces total delay of flow  to be exactly  ; Damper is causal 
if  is  worst‐case delay through  .
Output of damper is input flow  , time‐shifted by  is  smooth 

Damper is a packetized shaper  (maximal property of packetized 
greedy shaper) flow  delayed by  is no earlier than reshaped flow 
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System 𝑆input flow 𝑓
∼ 𝛼

PGS
𝛼

output
flow 𝑓

reshaped
flow 𝑓

𝑑 ൌ worst case delay of flow 𝑓

System 𝑆input flow 𝑓
∼ 𝛼

damper
𝑑

output
flow 𝑓

flow 𝑓
delayed
by 𝑑



7. Outlook

Research themes
interleaved shapers
use of re‐shaping in large scale deterministic networks
tight latency bounds
stateless shapers
latency lower bounds
tight bounds accounting for real‐time application layer
results that combine min‐plus and max‐plus reps
packet curves
...
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Tools 

41

sampled on 2019 Oct 1 from https://en.wikipedia.org/wiki/Network_calculus



Conclusion
Network calculus main concepts: 

cumulative functions (time domain)
arrival curve, minimal service curve (time interval domain)
shapers, concatenation

For packet‐based systems and for fluid systems.

Fundamental tools for everyone in real‐time networks and 
systems!
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